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國立臺灣師範大學附屬高級中學 111 學年度上學期 高一數學科 寒假進階閱讀 

 

第一單元：牛頓一次因式檢驗法 

相信同學們在課本中都已經學習到如何解出『已分解的高次多項式不等式』，那麼緊接而來的

下一個問題就是：如何將高次多項式分解開來呢？ 

舉例來說 

 請分解 (1) 3 23 5 4 4x x x     (2) 3 22 2 3x x x     

在國中學過的提公因式法以及十字交乘法似乎也無法幫助我們分解上述兩個題目，所以我們

只能大海撈針，一個一個計算 ( 1)x 、 ( 2)x  、 (2 1)x 、 (2 3)x 、….等一次式是否可以整除

目標多項式，可是這樣也太沒有效率了，因此我們先從多項式的乘法來觀察一下： 

3 23 1 1 3( 2)( )( )= 19 23 6x x x x x x     

不難發現，展開後的首項係數以及常數項，都可從左邊的分解式中看出端倪。 

再觀察另一個例子： 

若
0

1

1 1( ) nn

n ng a axx a x ax

     是一個係數都是整數的整係數 n次多項式 

令 ( ) ( ) ( )f px qx g x  ，在 0p  的情況之下， ( )f x 是一個整係數 1n 次多項式式，而且首

項係數為 npa ，會被 p整除；常數項為 0qa ，會被 q 整除 

回到剛剛所舉的例子： 

3 23 1 1 3( 2)( )( )= 19 23 6x x x x x x     

在不知道分解式的情況下去分解 3 26 19 2 3x x x   ，我們不必再大海撈針的去一個一個測試

( 1)x 、 ( 2)x  、 (2 1)x 、 (2 3)x 、…等一次式，因為顯然其中有些一次式是不可能整除原

多項式，例如 ( 2)x  就不合，因為 2 不能整除3。 

所以我們針對首項係數 6以及常數項 5 ，將他們的因數分別列出來組合成一次式，可以列出

可能的一次因式： 

一次項 x 、 2x 、 3x 、 6x  

常數項 1 、 3  

這樣總共可以搭配出 32種可能的一次因式，但是從中可以發現 ( 1)x 與 ( 1)x  的整除性質是

誤植，請更正為： 
3 22 5 3x x x    
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相同的，因此統一取一次項係數為正，所以這樣就只剩下 16種可能的一次因式： 

一次項 x、2x、3x、6x  

常數項 1 、 3  

再來我們又發現 ( 1)x 與 (3 3)x 的整除性質是相同的，爾後只要檢查一次項係數與常數項互

質的一次式即可，所以只要檢查： ( 1)x 、 ( 3)x 、 (2 1)x 、 (2 3)x 、 (3 1)x  、 (6 1)x  等 12

個一次因式即可。 

使用因式定理發現，當 x = 3 的時候 3 26 19 2 3 0x x x    ，找到 ( 3)x 是其一次因式 

利用除法將一次因式提出： 3 2 26 19 2 3 ( 3)(6 1)x x x x x x        

再利用十字交乘法就可以完整分解 3 26 19 2 3 ( 3)(2 1)(3 1)x x x x x x       了！ 

 

重新梳理一下剛剛得到的結論： 

 

要注意的是，以上的結論若反過來說是不成立的！ 

 

現在讓我們來解原本給的題目 

請分解 (1) 3 23 5 4 4x x x     (2) 3 22 2 3x x x     

 

【參考解法】 

牛頓一次因式檢驗法： 

一個整係數 n次多項式 1

1 1 0( ) n n

n nf x a x a x a x a

     若有一次因式

( )px q ，其中 p與 q互質，則 p為 na 的因數，且 q為 0a 的因數 

牛頓定理的逆敘述是不成立的： 

有一個整係數 n次多項式 1

1 1 0( ) n n

n nf x a x a x a x a

     ，我們找到兩個互質

的整數 p與 q，且 p 為 na 的因數，q為 0a 的因數，但 ( )px q 不一定是 ( )f x 的因

式。 

誤植，請更正為： 
3 22 5 3x x x    
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(1) 令 3 2( ) 3 5 4 4f x x x x     

由牛頓一次因式檢驗法，我們列出可能的一次因式有： 

( 1)x  、 ( 2)x  、 ( 4)x  、 (3 1)x  、 (3 2)x  、 (3 4)x   

經過計算發現 (1) 2f   ， ( 1) 0f   ，因此由因式定理得知 ( 1)x  為一次因式 

使用綜合除法將 ( )f x 除開得到 2( ) ( 1)(3 8 4) ( 1)( 2)(3 2)f x x x x x x x         

 

(2) 令 3 2( 32) 2g x x x x     

由牛頓一次因式檢驗法，我們列出可能的一次因式有： 

( 1)x  、 ( 3)x  、 (2 1)x  、 (2 3)x   

依序計算發現
1

( ) 0
2

g  ，故由因式定理知 (2 1)x  為一次因式 

故利用綜合除法將 ( )g x 除開得到 2( ) (2 1)( 3)g x x x x     

 

在實際計算題目的時候，我們可以多加入高斯引理來協助我們更快的排除不可能的一次因式 

透過高斯引理，我們可以得到以下的結論(其中的推論與證明過程就留給同學自己思考了)： 

 

我們利用這個引理解一個例題給大家看： 

請分解 3 26 23 38 15x x x    

【參考解法】 

令 3 2( ) 6 23 38 15f x x x x     

由牛頓一次因式檢驗法列出可能的一次本原因式： 

高斯引理 

兩個本原多項式的乘積仍然是一個本原多項式。 

本原多項式( Primitive Polynomial )：係數的最大公因數為 1的整係數多項式 

 

若 ( )f x 是一個本原多項式，且有一次本原多項式因式 ( ) ( )g x px q  ，則

對於任意整數 k， ( )f k 必然會是 ( )g k 的倍數。 

誤植，請更正為： 
3 22 5 3x x x    
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( 1)x 、 ( 3)x 、 ( 5)x 、 ( 15)x  、 (2 1)x 、 (2 3)x 、 (2 5)x 、 (2 15)x  、 (3 1)x  、

(3 5)x 、 (6 1)x  、 (6 5)x  

由 (1) 40f   ，可以排除 ( 1)x  、 ( 5)x 、 ( 15)x  、 (2 1)x 、 (2 5)x 、 (2 15)x  、 (6 1)x  、

(6 5)x 都不是 ( )f x 的因式。 

※說明：由於 ( )f x 是本原多項式，若本原因式為 ( )g x ，則當 x = 1時， (1)f 應為 (1)g 的

倍數，所以舉例來說 (1) 40f   ，而當 x = 1時， ( 5) 6x   ，顯然 40 不是 6的倍數，所

以 ( 5)x 不是 ( )f x 的因式 

所以目前剩下可能的一次本原因式還有： 

( 1)x 、 ( 3)x 、 ( 5)x 、 (2 1)x 、 (2 3)x 、 (3 1)x  、 (3 5)x 、 (6 1)x  、 (6 5)x  

再由 ( 1) 24f   ，可以排除 ( 1)x 、 (2 3)x 、 (6 1)x  、 (6 5)x 都不是 ( )f x 的因式。 

故目前剩下可能的一次本原因式還有： 

( 3)x 、 ( 5)x 、 (2 1)x 、 (2 3)x 、 (3 1)x  、 (3 5)x  

接著再計算 (3) 144f   ，可以排除 ( 3)x 、 (2 1)x 、 (3 1)x  、 (3 5)x  

以及利用 ( 3) 240f    ，可以再排除 ( 3)x 、 (3 5)x  

所以剩下可能的一次因式還有： ( 5)x 、 (2 3)x 、 (3 1)x   

然後發現 (5) 0f  ，也就是 ( 5)x 是 ( )f x 的因式，利用除法將 ( )f x 分解開來，得到 
3 2 2( ) 6 23 38 15 ( 5)(6 7 3) ( 5)(2 3)(3 1)f x x x x x x x x x x             
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第二單元：韋達定理(根與係數關係)： 

在前面我們已經提到牛頓一次因式檢驗法，這個檢驗法告訴我們關於因式(也就是根)與首項係

數、常數項存在著某種關係，那有沒有更詳進的關於根與係數之間的關係呢？ 

早在牛頓出生以前，一位法國數學家弗朗索瓦·韋達（François Viète）就有做過相關的研究，

就讓我們一起來看看韋達定理的內容吧！ 

說明： 

因為 1x 與 2x 是方程式的兩個根，所以二次式 2ax bx c  有兩個因式分別是 1( )x x 與 2( )x x ，

也就是說： 

2

1 2

2

1 2 1 2

2

1 2 1 2

( )( )

( ( ) )

( )

ax bx c a x x x x

a x x x x x x

ax a x x x ax x

    

   

   

 

比較一下係數就可以發現： 

1 2

b
x x

a
   ，且 1 2

c
x x

a
   

若是三次方程式的話會怎麼樣呢？ 

 

說明：就如同剛剛的說明一樣 

因為 1x 、 2x 與 3x 是方程式的三個根，所以三次式 3 2ax bx cx d   有三個因式分別是 1( )x x 、 

2( )x x 與 3( )x x ，也就是說： 

韋達定理(二次方程式)： 

若一個二次方程式 2 0ax bx c   的兩根分別是 1x 與 2x ，則 1 2

b
x x

a
   ，且 1 2

c
x x

a
   

 

韋達定理(三次方程式)： 

若一個三次方程式 3 2 0ax bx cx d    的三個根分別是 1x 、 2x 與 3x ， 

則 1 2 3

b
x x x

a
    、 1 2 2 3 3 1

c
x x x x x x

a
      ，且 1 2 3

d
x x x

a
     
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3 2

1 2 3

3 2

1 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 3

3 2

1 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 3

( )( )( )

( ( ) ( ) )

( ) ( )

ax bx cx d a x x x x x x

a x x x x x x x x x x x x x x x

ax a x x x x a x x x x x x x ax x x

      

       

       

 

比較一下係數就可以發現： 

1 2 3

b
x x x

a
    、

1 2 2 3 3 1

c
x x x x x x

a
      ，且

1 2 3

d
x x x

a
     

 

現在來看看完整版的韋達定理： 

 

例題 1： 

已知 22 6 1 0x x   的兩根分別是 與  ，試問以
1


、

1


為兩根的二次方程式為何？ 

【參考解法】 

已知
6

3
2

 


    ，且
1

2
  ，故

1 1
6

 

  


   ，且

1 1
2

 
   

故以
1


、

1


為兩根的二次方程式為 2 1 1 1

( ) 0x x
  

    ，即 2 6 2 0x x    

 

韋達定理： 

若 n次方程式 1

0 1 0n n n k

k na x a x a x a       的 n個根分別是 1 2, , , nx x x ，則： 

根的總和( 1 2 nx x x   ) 1

0

a

a
   

任 2個根的乘積和( 1 2 1 3 1n nx x x x x x   ) 2

0

a

a
  

任 3個根的乘積和( 1 2 3 1 2 4 2 1n n nx x x x x x x x x    ) 3

0

a

a
   

依此類推，任 k個根的乘積和
0

( 1)k ka

a
   
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例題 2： 

已知有三個實數 a > b > c，且滿足
17

6
a b c   ，

1 1 1 5

6a b c
   ，且 1abc   ，試問 a、b、c

分別是多少？ 

【參考解法】 

 
1 1 1 5

6
abc bc ac ab

a b c

 
        

 
 

故以 a、b、c為三根的三次方程式為 3 2( ) ( ) 0x a b c x ab bc ca x abc         

即 3 2 3 217 5
1 0 6 17 5 6 0

6 6
x x x x x x          

令 3 2( ) 6 17 5 6f x x x x    ，由牛頓一次因式檢驗法列出可能的一次因式有： 

( 1)x  、 ( 2)x 、 ( 3)x 、 ( 6)x  、 (2 1)x 、 (2 3)x 、 (3 1)x  、 (3 2)x 、 (6 1)x   

檢查 (1) 10f   ，排除 ( 1)x  、 ( 2)x  、 ( 3)x 、 ( 6)x  、 (2 1)x 、 (3 1)x  、 (6 1)x   

檢查 ( 1) 12f    ，排除 ( 1)x  、 ( 6)x 、 (2 3)x 、 (3 2)x 、 (6 1)x   

檢查 (2) 24f   ，排除 ( 2)x 、 (2 3)x 、 (3 1)x   

檢查 (3) 0f  ，找到一次因式 ( 3)x ，由除法得 2( ) ( 3)(6 2) ( 3)(2 1)(3 2)f x x x x x x x         

故 3a  、
1

2
b  、

2

3
c    
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第三單元：敘述、命題與邏輯推論 

敘述 

開放語句：用來描述某一或某些事物的狀態或性質關係，稱之為開放語句。 

舉例來說：「a為一個實數」、「x + y = 10」、「數學老師的數學很好」…等都是開放語句。 

開放語句並不是敘述！在數學上的『敘述』是一個可以判斷是非的句子。 

舉例來說： 

「8比 3小」是一個敘述，但敘述是錯的；「內角相等的三角形是一個正三角形」也是一個敘

述，而且這個敘述是正確的。我們通常會用小寫的英文字母 p、q…來表示敘述 

複合敘述： 

兩個敘述之間可以用「或」( )或是「且」( )來連接，連接之後變成一個新的敘述，稱為複

合敘述。 

舉例來說： 

「8小於 3 或 4大於 2」是一個敘述，它是由「8 小於 3」與「4大於 2」以『或』連接，那

麼「8小於 3 或 4大於 2」這個敘述的是非怎麼判斷呢？只要是用『或』連接的敘述中任何

一個敘述是對的，那麼整體的敘述就是對的。所以「8小於 3 或 4大於 2」這個敘述是正確

的。 

如果兩個敘述使用『且』連接，那麼其中每一個敘述都必須是正確的，那麼整體的敘述才會

是正確的，所以「8小於 3 且 4大於 2」這個敘述就是錯誤的。 

以下我們用真值表條列出來 

敘述 p 敘述 q 敘述 p q  敘述 p q  

T T T T 

T F T F 

F T T F 

F F F F 

 

在這裡要特別強調，數學上使用的『或』與生活中常用的『或』不太一樣，舉例來說： 

當一位服務生對你說：『您的套餐可以免費送一份湯或沙拉』，如果是在數學上，那就代表你

可以選擇「一份湯」、「一份沙拉」、或是「一份湯與一份沙拉」；但是對服務員來說，他只希

望你在「湯」與「沙拉」之間二選一。同學不妨下次在外用餐的時候注意服務員或是菜單上

是怎麼描述的。 
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否定敘述 

否定敘述是原敘述的反面，而將一個敘述否定兩次會變回原本的敘述。要注意，因為敘述可

以判斷是非，所以原敘述與其否定敘述其中一定是一個對一個錯，而且原敘述與其否定敘述

必須包含所有的狀況。舉例來說敘述「8比 3小」的否定敘述是「8不比 3 小」，而不是「8比

3 大」，因為兩個數字比大小的時候有「>」、「=」、以及「<」三種狀況(三一律)。再舉個例子

來看，敘述「所有的人都會死」的否定敘述是「存在一個人不會死」而不是「所有人都不會

死」。敘述「教室內至少有 10位學生」的否定敘述是「教室內至多有 9位學生」。 

整理一下上述的例子： 

原敘述 否定敘述 

大於 
不大於 

(小於或等於) 

所有的 存在一個 

至少 n個 至多 1n 個 

至多 n個 至少 1n 個 

符號的使用上，若原敘述是以 p 表示，那麼其否定敘述會以 ~p 或是 p  表示。符號   

表示「所有的」，符號   表示「存在」，而符號 !  表示「存在唯一」。 

在此老師分享一個實際發生的案例： 

在老師還是一位熱血大學生的時候響應捐血活動上了捐血車，捐血車上的護理師為了避免遇

到愛滋病等血液傳染病的捐血者，必須照規定詢問一些比較私人的問題。 

護理師：「請問您有固定的性伴侶嗎？」 

在那個時候還是母胎單身的我當然是毅然決然的大聲回答：「沒有！」 

當然這股堅毅的氣勢，使得護理師十分的訝異，臉上寫滿了「這個大學生怎麼可以這麼理直

氣壯的回答出沒有固定的性伴侶這樣的答案，現在的大學生都這麼開放嗎？」 

發覺護理師臉上詫異的我，趕緊補上一句：「我沒有性伴侶。」 

這才緩解了我們兩人之間的尷尬，當然我也順利的捐了血。 

而自此之後，護理師的問題就改成了：「請問您是否有發生危險性行為？」 

從這個案例中，希望同學可以了解到，在設定問題的時候必須問到的核心，不要留有其他的

可能性，導致得到的答案是錯誤的。 

笛摩根定律 

要怎麼否定一個有使用「或」或「且」的敘述呢？舉例來看：「x > 3 或 x < 1」的否定敘述是

是什麼呢？由於「x > 3 或 x < 1」是以或來做連接，所以只要「x > 3」或是「x < 1」其中一
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個對了，整個敘述就是對的，所以要將其否定，就必須讓「x > 3」錯誤以及「x < 1」錯誤，

也就是「 3x  且 1x  」或是說「1 3x  」。 

相反的，「 3x  且 1x  」的否定，因為是用「且」做連接，所以只要讓「 3x  」或是

「 1x  」其中一個錯誤，就會讓整個敘述錯誤，所以「 3x  且 1x  」的否定敘述即為「x > 3 

或 x < 1」 

 

命題 

當兩個敘述用「若 p，則 q」的方式連接在一起，那我們就稱之為命題，其中的敘述 p被稱之

為「前提」，而敘述 q被稱之為「結論」。 

在符號的使用上，我們會這樣書寫：命題「若 p則 q」以「 p q 」表示。 

舉例來說：「若學期成績不到 60分，則無法得到學分」、「若 2x  ，則 2 4x  」等都是命題。 

當然，命題也是要能判斷正確與錯誤的，舉例來說：「 22 4x x   」是一個正確的命題，而

「 2 4 2x x   」為一個錯誤的命題(因為 2 4x  應推出 x = 2或 2 )。 

在此有一個特別的命題要請同學猜猜看是正確還是錯誤的？ 

「1 1 3  地球的質量比太陽大」 

猜到了嗎？這個命題是正確的！在前提無法成立的情況之下，結論不管是對的還是錯的，整

個命題都是對的。而這樣的情況常常被拿來作為商業上的話術使用，舉例來說：保險業者在

賣壽險的時候會說：「我們這個壽險，會在您 101歲的時候，會贈予您一個 101萬元的紅包作

為祝壽金」，也就是說如果你沒有活到 101歲，那麼保險公司根本不必去擔心要不要包這個紅

包給你，所以他所說的這句話是沒有問題的。 

若命題「 p q 」為真時，我們稱「p蘊含 q」，記作「 p q 」 

在「p蘊含 q」的情況下，我們會稱敘述 p有充分的條件可以推得敘述 q，此時敘述 p是敘述

q 的充分條件；反過來說，敘述 q對於敘述 p來說是一個必要出現的條件，所以會稱敘述 q是

敘述 p的必要條件。 

例如：「四邊形 ABCD為正方形」為「四邊形 ABCD 是菱形」的充分條件，因為「四邊形

ABCD 為正方形」有足夠充分的理由推得「四邊形 ABCD是菱形」；反之「四邊形 ABCD是菱

笛摩根定律 

~ ( ) (~ ) (~ )p q p q    

~ ( ) (~ ) (~ )p q p q    

※若兩敘述有相同的真假值，則稱此兩敘述為同義或等價。以〝〞表示。 
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形」為「四邊形 ABCD為正方形」的必要條件，因為在「四邊形 ABCD為正方形」之前，「四

邊形 ABCD是菱形」是必須要先成立的。 

此外，在某些形況下，我們會發現敘述 p與敘述 q 可以互相推得，例如，敘述 p為：「三角形

ABC 的三內角相等」與敘述 q：「三角形 ABC 的三邊等長」，我們發現敘述 p與敘述 q是可以

互相推得的，在這樣的情況下敘述 p暨是敘述 q的充分條件，也是敘述 q的必要條件，這個

時候我們會稱敘述 p與敘述 q互為充分且必要條件(簡稱：充要條件)，並以「 p q 」表示，

讀做「p若且唯若 q」，其英文的寫法為「p iff q」，其中的 iff 就是 if and only if 的簡寫。 

命題的種類： 

假設原命題為「若 p則 q」，那麼其否定命題就是「若非 p則非 q」；其逆命題為「若 q則

p」；否逆命題為「若非 q則非 p」 

我們舉個例子來說： 

原命題：「若兩個三角形面積相等則此兩個三角形全等」。 

命題的種類 簡  記 敘述本文 真假值 

原命題 p q  若兩個三角形面積相等則此兩個三角形全等 F 

否定命題 p q   若兩個三角形面積不相等則此兩個三角形不全等 T 

逆命題 q p  若兩個三角形全等則此兩個三角形面積相等 T 

否逆命題 q p   若兩個三角形不全等則此兩個三角形面積不相等 F 

 

在此我們會發現原命題與否逆命題等價；否定命題與逆命題等價，也就是說： 

 

所以我們在第一冊第一章中，欲證明「若某個整數的平方是偶數，則該整數也是偶數」，就是

利用其否逆命題：「若某個整數不是偶數，則該整數的平方就不是偶數」來完成證明，這樣的

證明方法就是反證法。 

 

p q q p   ； 

p q q p     
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練習題： 

1. 設 x,y,z 為實數，則敘述「 yx  + zy  + xz  =0」之否定敘述為下列何者？ 

(A) x , y , z 互異  (B) 0)()()( 222  xzzyyx   (C) yx  或 y ≠ z 或 z ≠ x 

(D) ( )( )( ) 0x y y z z x       (E) yx  且 y ≠ z 且 z ≠ x。 

[BC] 

2. 設 x,y,z 為實數，請判定下列敘述何者為正確？  

(A)若 92 x 則 x= 3   (B)若 12 x 則 5 > 6  (C)，若 x 5且 x 5，則 012 x  

(D)若 x 1 且 x4，則 1x    (E)若 0222  zxyzxyzyx 則 zyx  。 

[BCDE] 

3. A,B,C,D全表敘述已知~A (~BC)，~DE，~BD，全為真，則 E 為 A的________

條件 

[充分] 

4. 已知 a,b為實數，則 a=b=0是 022  baba 的___________條件； 

     ba  是 ab且 a  b的___________條件。 

[充分且必要；必要] 

5. 設有紅球 x個，白球 y 個，綠球 z 個，共計 10 個具有下列三事實： 

  (1)任取 6球，其中至少含有一綠球。 

  (2)任取 9球，其中紅球，白球，綠球至少各一個。 

  (3)任取 3球，若不含有一綠球則必含白球，但不限定必含紅球 

則( x , y , z ) = _________________。 

[(235)] 

6. 已知命題「若 2 8x y  ，則2 1x y  」為錯的，求  33 yx ？ 

[ 19 ] 

7. (1)試證：設 n為整數，若 2n 為 3的倍數，則 n 為 3的倍數。 

(2)試證： 3為無理數。 

以上就是高一寒假額外閱讀的內容，希望同學在閱讀之後能有所收穫，對於往後的數學學習

有一定程度的幫助！祝大家寒假愉快！ 


